Задача 17. Решить заданную систему уравнений, пользуясь правилами Крамера. Сделать проверку полученного решения.
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Решение.

Найдем определитель матрицы А:
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Главный определитель отличен от нуля, следовательно, система имеет единственное решение.

Вычислим три вспомогательных определителя: (х, (у и (z.
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Проверка: Подставим найденное решение в исходную систему.

2(1 + 1(2 – 1(3 = 1             1 = 1
1(1 + 1(2 + 1(3 = 6             6 = 6
3(1 – 1(2 + 1(3 = 4              4 = 4
Система решена верно.
Ответ: х = 1,   у = 2,   z = 3
Задача 37. Даны координаты вершин треугольника АВС. Найти 1) длину стороны АВ; 2) уравнения сторон АВ и ВС и их угловые коэффициенты; 3) внутренний угол В в радианах с точностью до двух знаков; 4) уравнение высоты СD и ее длину; 5) уравнение медианы АЕ и координаты точки К пересечения этой медианы с высотой СD; 6) уравнение прямой, проходящей через точку К параллельно стороне АВ; 7) координаты точки М, расположенной симметрично точке А относительно прямой СD. 

А(–4; 12),  В(8; 3),  С(6; 17) 

Решение.

1. Расстояние d между точками А(х1, у1) и В(х2, у2) определяется по формуле: 
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(1)
Применяя (1), находим длину стороны АВ:

АВ = 
[image: image8.wmf]15
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2. Уравнение прямой, проходящей через точки А(х1, у1) и В(х2, у2), имеет вид:
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(2)
Подставляя в (2) координаты точек А и В, получим уравнение стороны АВ:
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–4у + 12 = 3х – 24
3х + 4у – 36 = 0 (АВ).

Решив последнее уравнение относительно у, находим уравнение стороны АВ в виде уравнения прямой с угловым коэффициентом:
4у = –3х + 36 
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, откуда  kАВ = 
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Подставляя в (2) координаты точек В и С, получим уравнение стороны ВС:
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у – 17 = –7х + 42

8х + у – 59 = 0 (ВС).

Решив последнее уравнение относительно у, находим уравнение стороны ВС в виде уравнения прямой с угловым коэффициентом:

у = –8х + 59, откуда  kВС = –8
3. Известно, что тангенс угла ( между двумя прямыми, угловые коэффициенты которых соответственно равны kАВ и kВС, вычисляются по формуле:
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(3)
Искомый угол В образован прямыми АВ и ВС, угловые коэффициенты которых найдены: 
kАВ = –0,75; kВС = –8. Применяя (3), получим:
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4. Уравнение прямой, проходящей через данную точку в заданном направлении, имеет вид:
у – у1 = k(х – х1)


(4)
Высота СD перпендикулярна стороне АВ. Чтобы найти угловой коэффициент высоты СD, воспользуемся условием перпендикулярности прямых. Так как kАВ = –3/4, то kCD = 4/3. Подставив в (4) координаты точки С и найденный угловой коэффициент высоты, получим:
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4х – 3у + 27 = 0 (CD).

Чтобы найти длину высоты CD, определим сперва координаты точки D – точки пересечения прямых АВ и CD. Решая совместно систему
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т.е. D(0; 9).
По формуле (1) находим длину высоту CD:
CD = 
[image: image26.wmf]100
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5. Чтобы найти уравнение медианы АE, определим сначала координаты точки E, которая является серединой стороны ВС, применяя формулы деления отрезка на две равные части:
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Следовательно, 
[image: image28.wmf])
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Подставив в (2) координаты точек А и Е, находим уравнение медианы:
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–11у + 110 = 2х – 14  
2х + 11у – 124 = 0 (АЕ).

Чтобы найти координаты точки пересечения высоты CD и медианы АЕ, решим совместно систему уравнений:
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К(1,5; 11)
6. Так искомая прямая параллельна стороне АВ, то ее угловой коэффициент будет равен угловому коэффициенту прямой АВ. Подставив в (4) координаты найденной точки К и угловой коэффициент k = –3/4, получим 
у – 11 = 
[image: image35.wmf](
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у – 11 = –0,75х + 1,125
0,75х + у – 12,125 = 0
6х + 8у – 97 = 0 (KF).
7. Так как прямая АВ перпендикулярна прямой CD, то искомая точка М, расположенная симметрично точке А относительно прямой CD, лежит на прямой АВ. Кроме того точка D является серединой отрезка АМ. Применяя формулы (5), находим координаты искомой точки М:
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[image: image37.wmf];
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М(4; 6).
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Задача 57. Даны координаты вершин пирамиды ABCD.
Требуется: 1) записать векторы 
[image: image39.wmf]AB

, 
[image: image40.wmf]AC

 и 
[image: image41.wmf]AD

 в системе орт и найти модули этих векторов; 2) найти угол между векторами 
[image: image42.wmf]AB

 и 
[image: image43.wmf]AC

; 3) найти проекцию вектора 
[image: image44.wmf]AD

 на вектор 
[image: image45.wmf]AB

; 4) найти площадь грани ABC; 5) найти объем пирамиды ABCD.
А(1; –4; 0),  В(2; –6; 2),  С(12; –2; 10),  D(9; 0; 8).
Решение.

1. Произвольный вектор 
[image: image46.wmf]a

 можно представить в системе орт 
[image: image47.wmf]k

j

i

,

,

 следующим образом:

[image: image48.wmf]k
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где ах, ау, аz – координаты вектора 
[image: image49.wmf]à

 в системе координат, порожденной ортами 
[image: image50.wmf]k
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, причем

ах = прОх
[image: image51.wmf]a

,   ау = прОу
[image: image52.wmf]a

,   аz = прОz
[image: image53.wmf]a

.
Если заданы точки М1(х1, у1, z1) и М2(х2, у2, z2), то для вектора 
[image: image54.wmf]2
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ах = х2 – х1;  ау = у2 – у1;  аz = z2 – z.,
то есть 
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(2)
По формуле (2) и координатам заданных точек А, В, С, D получим:
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[image: image57.wmf]k
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[image: image58.wmf]k
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Если вектор задан формулой (1), то его модуль вычисляется следующим образом: 

[image: image59.wmf].
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(3)

Используя формулу (3), получим модули найденных векторов:
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[image: image61.wmf];

15

225

10

2

11

2

2

2

=

=

+

+

=

ÀÑ



[image: image62.wmf].
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2. Косинус угла между двумя векторами вычисляется по формуле:
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(4) 
где 
[image: image64.wmf]b
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 – скалярное произведение векторов 
[image: image65.wmf]a
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 и 
[image: image66.wmf]b
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, которое можно вычислить следующим образом:
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По формуле (4) вычисляем косинус угла между векторами:
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3) Для того, чтобы найти проекцию вектора 
[image: image69.wmf]a
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 на вектор 
[image: image70.wmf]b
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, нужно воспользоваться формулой:
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[image: image72.wmf]3
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4) Для нахождения площади треугольника, построенного на векторах 
[image: image73.wmf]a

r

 и 
[image: image74.wmf]b
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, воспользуемся формулой:


[image: image75.wmf]b

a

S

r

r

´

=

2

1

, 
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[image: image76.wmf]b
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 – векторное произведение векторов, которое вычисляется следующему правилу:


[image: image77.wmf]z

y

х

z

y

х

b

b

b

а

а

а

k

j

i

b

a

r

r

r

r

r

=

´

.  
Таким образом, S(ABC = 
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Таким образом, S(ABC = 
[image: image81.wmf]=
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5) Объем пирамиды, построенного на трех некомпланарных векторах, 
[image: image82.wmf]a
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, можно найти по формуле:  
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 – смешанное произведение векторов, которое вычисляется следующим образом:
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[image: image90.wmf]6
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Задача 77. Даны координаты точек A, B, С и М. Найти: 1) уравнение плоскости Q, проходящей через точки A, B, и С. 2) каноническое уравнение прямой, проходящей через точку М, перпендикулярно плоскости Q; 3) точки пересечения полученной прямой с плоскостью Q и с координатными плоскостями  хОу, хОZ, yOz; 4) расстояние от точки М до плоскости Q.
А(1; –4; 1),  В(4; 4; 0),  С(–1; 2; –4),  М(–9; 7; 8).
Решение.

1) уравнение плоскости, проходящей через три данные точки А(х1, у1, z1), В(х2, у2, z2) и С(х3, у3, z3), имеет вид:
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Уравнение плоскости ABC
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–34((х – 1) + 17((у + 4) + 34((z – 1) = 0
2((х – 1) – 1((у + 4) – 2((z – 1) = 0
2х – 2 – у – 4 – 2z + 2 = 0
2х – у – 2z – 4 = 0  уравнение плоскости Q 
2. Так как прямая должна быть перпендикулярна плоскости, то ее направляющий вектор параллелен вектору нормали к плоскости. Подставим в каноническое уравнение прямой координаты нормали плоскости Q и координаты точки М(–9; 7; 8). 
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(MS)
3. Для того, чтобы найти точки пересечения прямой MS с координатными плоскостями, составим системы уравнения прямой с уравнением каждой из координатных плоскостей:    
	Координатная 

плоскость  
	Уравнение

	Oxy
	z = 0

	Oxz
	y = 0

	Oyz
	x = 0


Находим точку пересечения прямой MS с плоскостью Oxy: 
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,  откуда х = –1;  у = 11;  z = 0.
Находим точку пересечения прямой MS с плоскостью Oхz: 
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,  откуда х = 5;  у = 0;  z = –6.
Находим точку пересечения прямой MS с плоскостью Oyz: 
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,  откуда х = 0;  у = 2,5;  z = –1.
4) расстояние от точки М(х0; у0; z0) до плоскости Q, определяемой уравнением Ах+ Ву + Сz + D=0, вычисляем по формуле: 
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Координаты точки М(–9; 7; 8), уравнение плоскости Q имеет вид: 2х – у – 2z – 4 = 0. Поэтому расстояние d равно:    
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